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2ο Μάθηµα - Γραµµική Ανεξαρτησία, Βάσεις Hamel

΄Ασκηση 1. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος, A ⊆ X και x ∈ X.

(α΄) Να δειχθεί ότι το {x} είναι γραµµικώς ανεξάρτητο αν και µόνο αν x 6= 0.

(ϐ΄) Αν A γραµµικώς εξαρτηµένο µε 0 /∈ A, τότε υπάρχει ελαχιστικό γραµµικώς εξαρτηµένο υπο-
σύνολό του. ∆ηλαδή υπάρχει C ⊆ A τέτοιο ώστε α) το C να είναι γραµµικώς εξαρτηµένο και
ϐ) κάθε γνήσιο υποσύνολο του C να είναι γραµµικώς ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 2. (i) Να αποδείξετε ότι το σύνολο {1, x, x2, . . . , xn, . . .} αποτελεί µια ϐάση Hamel του
διανυσµατικού χώρου των πραγµατικών πολυωνύµων R[x].

(ii) Θεωρήστε το χώρο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων C(R). Να δείξετε ότι το A =
{fα(x) = eαx : α ∈ R} αποτελεί ένα υπεραριθµήσιµο γραµµικώς ανεξάρτητο υποσύνολό του.
Είναι το A ϐάση Hamel του C(R); Να εργαστείτε αναλόγως και για το σύνολο B = {fβ(x) =
|x− β| : β ∈ R}.

΄Ασκηση 3. Αν A µη κενό σύνολο, συµβολίζουµε µε RA το διανυσµατικό χώρο που αποτελείται
από όλες τις συναρτήσεις από το A στο R (εφοδιασµένο µε τις κατά σηµείο πράξεις).

(α΄) Αν το A άπειρο, να δειχθεί ότι ο RA απειροδιάστατος.

(ϐ΄) Αν |A| = n <∞, να δειχθεί ότι dimRA = n.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και Y , Z υποχώροι του τέτοιοι ώστε Y + Z = X και
Y ∩ Z = {0}. Να δειχθεί ότι ο X έχει ϐάση Hamel που αποτελείται εξ’ ολοκλήρου από στοιχεία
των Y και Z.

΄Ασκηση 5. (i) Κάθε διανυσµατικός χώρος X µε dimX > 1 έχει υπεραριθµήσιµους το πλήθος
υποχώρους (Yi)i∈I µε την ιδιότητα ότι Yi ∩ Yj = {0}, για κάθε i, j ∈ I µε i 6= j.

(ii) Να αποδειχθεί ότι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης δεν µπορεί να γραφεί
ως το πολύ αριθµήσιµη ένωση γνησίων υποχώρων του.

(iii) Να δειχθεί ότι κάθε απειροδιάστατος διανυσµατικός χώρος µπορεί να γραφεί ως αριθµήσιµη
ένωση γνησίων υποχώρων του.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος.

(α΄) ΄Ενα σύνολο A ⊆ X καλείται ελαχιστικό παράγον σύνολο, εαν 〈A〉 = X και για κάθε γνήσιο
υποσύνολό του B ( A, ισχύει ότι 〈B〉 6= X. Να δείξετε ότι ένα υποσύνολο του X είναι
ελαχιστικό παράγον σύνολο αν και µόνο αν αποτελεί ϐάση Hamel του X.

(ϐ΄) Αν A ⊆ X γραµµικώς ανεξάρτητο, να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση Hamel του X που περιέχει το
A.

(γ΄) Αν B ⊆ X τέτοιο ώστε 〈B〉 = X, να δειχθεί ότι το B περιέχει µια ϐάση Hamel του X.

΄Ασκηση 7. Θεωρείστε το σύνολο N \ {1} εφοδιασµένο µε τη σχέση διάταξης ‘‘≤’’ η οποία ορίζεται
ως εξής : Για κάθε n,m ∈ N, n ≤ m ⇐⇒ n|m. Να προσδιορίσετε τα µεγιστικά και ελαχιστικά
στοιχεία της εν λόγω διάταξης, εαν και εφ’ όσον υπάρχουν.


